
Контрольная работа №1

Параметры задания

Мой идентификационный номер студента(ИНС): r = 3.

Параметры контрольной работы:

ψ0 = 0,28

ν = 0,08

θ = 2,15

γ = 0,898

α1 = 0,013

α2 = 0,03

m = 7

n = 5

q = 6

l = 3

x = (x1,...,x7)T - независимая выборка объёма 7 из стандартной нормальной совокупности

y = (y1,...,y5)T - независимая выборка объёма 5 из равномерного распределения на [0,1]

z = (z1,...,z6)T - независимая выборка объёма 6 из равномерного распределения на [0,1]

Данные:
	X
	Y
	Z

	-0,51
	0,64
	0,56

	0,64
	0,42
	0,65

	-0,11
	0,88
	0,93

	-0,61
	0,1
	0,34

	1,41
	0,97
	0,46

	0,65
	 
	0,12

	0,47
	 
	 


Задание 1

1. Постройте графики эмпирической функции распределения 
[image: image1.wmf]k
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(u) и F0(u) в одной и той же координатной системе для

1.1. данных x, k = 7 и F0(u)=
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1.2. данных y, k = 5 и 
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1.3. Прокомментируйте наблюдаемое различие в поведении графиков 
[image: image8.wmf]k

F
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 и F0.

Наблюдаемое различие графиков эмпирической и теоретической функций есть следствие очень малого объема выборок. При увеличении объема выборки эмпирическая функция будет приближаться к теоретической сколь угодно близко.

Задание 2
2. При ошибке первого рода α1 (α1 = 0,013) на основе критерия Колмогорова проверьте


2.1. Гипотезу Г1: x1 
[image: image9.wmf]d

=

 N(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image10.wmf]d

¹

N(0,1);

2.2. Гипотезу Г1: x1 
[image: image11.wmf]d

=

 N(1/3,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image12.wmf]d

¹

N(1/3,1);



2.3. Гипотезу Г1: x1 
[image: image13.wmf]d

=

 U(0,1) против альтернативы Г2: x1 
[image: image14.wmf]d

¹

U(0,1);

2.4. Гипотезу Г1: x1 
[image: image15.wmf]d

=

 N(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image16.wmf]d

=

N(1/3,1);
2.5. Вычислите наблюденный уровень значимости соответствующих критериев.

В пунктах 1-3 в качестве статистики критерия используем статистику Колмогорова Kn.

           Kn(x) = 
[image: image17.wmf]||
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(x)-F0(x)|.

Т.к. F0(x) непрерывна и монотонна, а 
[image: image19.wmf]n
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(x) кусочно-постоянна, для вычисления Kn(x) следует вычислить sup|
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(x)-F0(x)| в окрестностях точек x(i).

Итак, Kn(x) можно найти по формуле:
[image: image21.wmf] 

         

  K7(x)= 
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 (1)  

 Kn (t) = P{ K7 
[image: image23.wmf]7

<t} – функция распределения Колмогорова,  С – критический уровень,  K7 - значение K7 в конкретном случае , α0  - наблюденный уровень значимости.
Упорядочим числа xi и yi:      x(1)<x(2)<…<x(7)




              y(1)<y(2)<…<y(5)
	X
	Y

	-0,61
	0,1

	-0,51
	0,42

	-0,11
	0,64

	0,47
	0,88

	0,64
	0,97

	0,65
	 

	1,41
	 


2.1. Гипотезу Г1: x1
[image: image24.wmf]d

=

N(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image25.wmf]d

¹

N(0,1);

    Проверяем гипотезу.

F0(x) =
[image: image26.wmf]2
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По формуле (1) вычислим K7.

K7= 0,23158

K7
[image: image27.wmf]7

= 0,612703

Ошибка первого рода α1=0.013.

α1=0,013= P{ K7
[image: image28.wmf]7

 ≥C}

1-0,013 = 0,987 = Kn (c). 

По таблице (функция распределения Колмогорова) находим : 

c = 1,59; 0,612703<1,59 Следовательно:

K7
[image: image29.wmf]7

<c  

Поэтому мы принимаем гипотезу Г1.

Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0,716816) = 1-0,322265=0,677735   ;

α 0  > α1.

2.2. Гипотезу Г1: x1
[image: image30.wmf]d

=

N(1/3,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image31.wmf]d
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N(1/3,1);

Проверяем гипотезу.

F0(x) =
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K7=0,23158

α1=0.013

c =1,59; K7
[image: image33.wmf]7

= 0,612703

0,612703<1,59
Следовательно:

K7
[image: image34.wmf]7

<c  

Поэтому мы принимаем гипотезу Г1.

Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0,23158) = 1- 0,149227=0,850773; α 0  > α1.

2.3. Гипотезу Г1: x1
[image: image35.wmf]d

=

U(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image36.wmf]d

¹

U(0,1);

Проверяем гипотезу
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Вычислим K7.

K7= 0,28;    K7
[image: image38.wmf]7

= 0,7408

Ошибка первого рода α1=0.013.

α1=0.013= P{ K7
[image: image39.wmf]7

 ≥C}

1-0.013=0.987= Kn (c). 

По таблице (функция распределения Колмогорова) находим : 

c =1,59; 
0,7408<1,59. Следовательно: K7
[image: image40.wmf]7
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Поэтому  мы  принимаем   гипотезу Г1.

Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0,7408) = 1-0,355981=0,644019;  α 0  > α1.

2.4. Гипотезу Г1: x1
[image: image41.wmf]d

=

N(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image42.wmf]d

=

N(1/3,1);
 Проверяем гипотезу. 

 Используем другой вариант статистики Колмогорова:

    Kn - =  - 
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(t)-F0(t)).  

Вычислим K7 –(x) по формуле:

K7 –(x)= 
[image: image45.wmf];
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K7 - = 0,270931;

2 K7 - 
[image: image46.wmf]7

= 1,43;

По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение: 

c =1,59.
1,43<1,59, поэтому мы принимаем гипотезу Г1.

Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (1,43) = 1- 0,966515 = 0,033485;

α 0  >α1.

Задание 3

3. При ошибке первого рода α1 на основе использования критериев Смирнова проверьте


3.1. Гипотезу об однородности выборок x и y;

3.2. Гипотезу об однородности выборок y и z;

3.3. Вычислите наблюденный уровень значимости критериев.

Пользуемся критерием Смирнова с ошибкой первого рода α1.

Критерий Смирнова использует статистику  Dn, m =
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Функция  распределения Колмогорова , является предельным распределением случайной величины 


[image: image50.wmf]n

m

mn

+

 Dn, m  при  m, n→ ∞. 

3.1. Гипотезу об однородности выборок x и y;

 D5, 7 = 0,28;


[image: image51.wmf]5
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+

 D5,7=0,476

По таблице распределения статистики Смирнова находим критическое значение: с = 0,885714.

0,476<0,885714, поэтому мы принимаем гипотезу   Г1        
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0,476) = 1- 0,020022 = 0,979978;

α 0  > α1.

3.2. Гипотезу об однородности выборок y и z;

 D5, 6 = 0,2;


[image: image52.wmf]6
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=1,65
0,2*1,65=0,33;

По таблице распределения статистики Смирнова находим критическое значение: с = 0,8833

0,33<0,8833, поэтому мы принимаем гипотезу   Г1        
Считаем наблюденный уровень значимости 

α 0  = 1- Kn (0,33) = 1- 0,000091= 0,999909; α 0  > α1.

Задание 4

4. Пусть для данных x используется критерий Неймана-Пирсона с ошибкой первого рода α1 для проверки гипотезы Г1 : x1
[image: image53.wmf]d

=

N(0,1) против альтернативы Г2: x1
[image: image54.wmf]d

=

N(1/3,1);


4.1. Будет ли принята для данных x гипотеза Г1?


4.2. Как часто будет приниматься гипотеза Г2 этим критерием, когда она верна?


4.3. Каков наблюденный уровень значимости данных x для критерия отношения правдоподобий в задаче проверки Г1  против Г2?


4.4. Каков объем выборки m необходимо было бы взять, чтобы ошибка второго рода α1 при проверке гипотезы Г1 против гипотезы Г2 не превзошла α2?

4.1. 
Пользуемся критерием Неймана – Пирсона  с ошибкой первого рода α1 .  Критические множества данного критерия имеют вид :

(
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Отношение правдоподобий :  
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 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]l
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Т. е. критические множества данного критерия имеют вид 
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Определим 
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 так, чтобы уровень значимости  равнялся 
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Обозначим через 
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 квантиль 
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]£
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4.3.
Подставим в формулу  1 -  
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 наблюденное значение, получим наблюденный уровень значимости , равный :
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4.2.
При этом ошибка второго рода 
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 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf](
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  -  частота принятия Г2,  если она верна. В нашем случае 1-
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 =0,087884.

4.4.
Выясним, каков объем выборки m необходимо взять, чтобы ошибка второго рода не превзошла 
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 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]»
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232, то есть объем выборки необходимо взять не меньше 232, чтобы ошибка второго рода не превзошла 
[image: image110.wmf]2
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Задание 5

5. Постройте 
[image: image111.wmf]-

g

доверительную полосу для порождающего распределения выборки y.


5.1. Проверьте графически, накроется ли 
[image: image112.wmf]-

g

доверительной полосой для порождающего распределения выборки y функция распределения случайной величины N(1/3,1).


5.2. Если такое событие произойдет, то как это объяснить в свете предположения о равномерной распределенности случайных величин yi,  i=
[image: image113.wmf]n

,

1

?

5.1. Воспользуемся критерием Колмогорова. Статистика Колмогорова : Kn  = 
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 = 0,898 . По таблице распределения статистики Колмогорова находим критическое значение статистики Kn 
[image: image117.wmf]5

:  
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=1,643243, тогда критическое значение статистики Kn   равно 
[image: image119.wmf]5

c

 = 0,519639. Тем самым 
[image: image120.wmf]g

-доверительный интервал для эмпирической функции распределения будет отстоять от нее на 0,519639 в каждую сторону.
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На графике видно, что функция распределения N
[image: image122.wmf]÷
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 накрылась 
[image: image123.wmf]g

-доверительным интервалом равномерной функции распределения .

5.2. Это событие произошло  потому, что 
[image: image124.wmf]r

1

и критической значение с (0,519639) достаточно велико, чтобы эмпирическая функция распределения лежала внутри интервала доверительного интервала.

Задание 6

6. Используя данные x, породите независимую выборку 
[image: image125.wmf](
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 из n наблюдений над пуассоновской случайной величиной с параметром 
[image: image126.wmf]0
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, т.е. 
[image: image127.wmf]=
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POIS(
[image: image128.wmf]q

), i=
[image: image129.wmf]m

,

1

. На основе полученных данных 
[image: image130.wmf]w



6.1. Проверьте гипотезу Г1: 
[image: image131.wmf]0

q

=1 против альтернативы Г2: 
[image: image132.wmf]0

q

=5, используя равномерно наиболее мощный критерий (РНМ-критерий). Примите ошибку первого рода равной α1.



6.1.1. Какова ошибка второго рода РНМ-критерия для сформулированной выше статистической задачи?



6.1.2. Каково значение функции мощности РНМ-критерия для значения параметра 
[image: image133.wmf]=

q

2?


6.2. Как Вы прокомментируете результат принятия гипотезы Г1 или Г2 на основе полученных Вами данных?


6.3. Если поделить число раз принятия гипотезы Г2 во всех правильно выполненных контрольных работах на общее число таковых работ, то какую вероятность будет оценивать эта дробь?


6.4. Постройте 
[image: image134.wmf]g

-доверительный интервал для параметра 
[image: image135.wmf]0

q

. Как будет изменяться длина этого интервала в зависимости от изменения значения доверительной вероятности 
[image: image136.wmf].

g



6.5. На основе полученного доверительного интервала постройте 
[image: image137.wmf]g

-доверительный интервал для вероятности P{POIS(
[image: image138.wmf]0
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)>
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;
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}. 


6.6. Вычислите значение ОМП и оценки по методу моментов для g1(
[image: image141.wmf]0

q

)=D(
[image: image142.wmf]q

q

0

;

Ú

) и g2(
[image: image143.wmf]0

q

)=P{POIS(2
[image: image144.wmf]0

q

)>
[image: image145.wmf]30
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;
[image: image146.wmf]0

q

}.



6.6.1. Являются ли полученные оценки несмещенными?



6.6.2. Найдите дисперсию ОМП для g1(
[image: image147.wmf]0

q

).

Породим независимую выборку из 7 наблюдений над пуассоновской случайной величиной с параметром 2 используя выборку из нормального распределения x по формуле pi=min{a: POIS2(a)>Ф(xi)}.Получится следующая выборка  p:
	2

	2

	4

	0

	5


6.1. Вычислим статистику T( p )= 
[image: image148.wmf]å
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=13.

Для проверки гипотезы Г1 против альтернативы Г2 используем критерий Неймана-Пирсона.

Критические множества будут иметь вид { p : 
[image: image149.wmf]å
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 EMBED Equation.3  [image: image150.wmf]³

c} или что тоже самое {T(p)
[image: image151.wmf]³

c}. (Они будут иметь такой вид для проверки  гипотезы  
[image: image152.wmf]0

q

q
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 против альтернативы 
[image: image153.wmf]1

q

q

=

,где 
[image: image154.wmf]1

q

,
[image: image155.wmf]0

q

 любые удовлетворяющие  условию 
[image: image156.wmf]1

q

>
[image: image157.wmf]0

q

>0). Если  Г1  верна то T пуассоновская случайная величина со средним n*1 = 5. POIS5(10) = 0,986305 и  POIS5(11) = 0,994547, поэтому с = 10 и 11 задают критерии с ошибкой первого рода равной 1-0,986305=0,013695 и1 - 0,994547 = 0,005453 соответственно. Мы же хотим построить критерий с 
[image: image158.wmf]1

a

=0,013.

Таким критерием будет рандомизированный критерий с критическим значением 11:
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[image: image160.wmf]=

t

 (1-
[image: image161.wmf]1

a

- POIS5(10))/(POIS5(11)- POIS5(10))= 0,084355.

У нас Т = 13 поэтому гипотеза отклоняется.

Для каждого 
[image: image162.wmf]1

q

> 
[image: image163.wmf]0
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=1 это критерий Неймана-Пирсона для проверки гипотезы 
[image: image164.wmf]q

=
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 против альтернативы 
[image: image166.wmf]q

=
[image: image167.wmf]1
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 c  
[image: image168.wmf]1

a

=0,013 т.е. наиболее мощный критерий, а значит этот критерий РНМ при гипотезе  
[image: image169.wmf]q

=1 против альтернативы 
[image: image170.wmf]q

>1.
6.1.1. Если верна Г2 то Т распределена по пуассоновскому закону со средним n*5 = 25. Значит  ошибка второго рода для данной задачи равна:  
POIS25(10) + 0,084355*( POIS25(11) - POIS25(10)) = 0,00051649.

6.1.2. Функция мощности критерия при 
[image: image171.wmf]q

 =2 равна                                                                                 

1 - (POIS10(10) + 0,084355*(POIS10(11) - POIS10(10))) = 0,426554.
6.2. При этом вероятность отклонения Г1 равна 1-0,426554=0,573445, т.е. не так уж мала, значит в том, что отклонена Г1 нет ничего удивительного.
6.3. Если бы у всех студентов ошибка первого рода была такая же как у меня и все они выполнили эту контрольную правильно то эта дробь оценивала бы  функцию мощности  критерия при 
[image: image172.wmf]q

=2 ,т.е. 0,426554.

6.4. Согласно методу сечений найдем нижнюю границу доверительного интервала исходя из уравнения на 
[image: image173.wmf]q

: POIS5
[image: image174.wmf]q

(13)=(1+
[image: image175.wmf]g

)/2, а верхнюю по уравнению

  POIS5
[image: image176.wmf]q

(13)=(1-
[image: image177.wmf]g

)/2 . В нашей задаче доверительный интервал получится следующим: 

(1,697;4,1228). Естественно, что при увеличении доверительной вероятности длина доверительного интервала будет расти.

 6.5. P{POIS(
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}= P{POIS(
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]¹

0, а значит,  эта функция строго возрастает и событие, состоящее в попадании 
[image: image199.wmf]q

 в построенный для него доверительный интервал (1,697;4,1228) ,  эквивалентно    тому  событию, что 
[image: image200.wmf])

(
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 попадет  в (φ(1,697);φ( 4,1228)) = (0,183232; 0,016199). Доверительный интервал построен.

6.6. Вычислите значение ОМП и оценки по методу моментов для g1(
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)=D(
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) и g2(
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)=P{POIS(2
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;
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}.
Найдем оценку максимального правдоподобия для данной модели:

f(x,
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, надо максимизировать эту функцию по 
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,в силу монотонности логарифма можно максимизировать логарифм от неё :
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Значит g1= D(
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,
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g2=P {POIS(2
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)>r/30;
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}= P {POIS(2
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)>13/15;
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}= P {POIS(2
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Точно так же как мы нашли ОМП для 
[image: image229.wmf]q

, найдем ОМП для  g1 ,это будет 
Т/
[image: image230.wmf]n

2

= 0,52.

ОМП для g2 будет 1-
[image: image231.wmf]e

x

2

-

 = 0,994483, так как g2 строго монотонна по 
[image: image232.wmf]q

.
Метод моментов в качестве оценки для 
[image: image233.wmf]q
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 также дает 
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, то есть оценка по методу моментов совпадает с ОМП

6.6.1. Являются ли полученные оценки несмещенными?
Т-полная достаточная статистика, и оценка Т/
[image: image235.wmf]n

2

 =0,52 как нетрудно видеть несмещенная,

Значит по Теореме Шеффе она НОРМД для g1. 
В качестве оценки  g2 возьмём  (1-(1-2/n)Т)= 0,998693.

М(1-(1-2/n)Т)=1-
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Т.е это несмещенная оценка , а значит она и НОРМД все по той же теореме.

6.6.2. Найдите дисперсию ОМП для g1(
[image: image237.wmf]0
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).

g1) Легко видеть что дисперсия нашей оценки  
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Нижняя граница Крамера -Рао=
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 т.е она достигается и значит наша оценка эффективная.

Задача 7
Используя данные y и z, породите независимую выборку t = (t1,…, tl), где ti 
[image: image251.wmf]d
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7.1.  Постройте методом сечений верхние γ-доверительные границы для параметра ψ0 и функции g(ψ0) = P{BIN(40;ψ0)>20} на основе полученных данных t.

7.2. Будет ли принята гипотеза Г1: ψ0 = ν, 0 < ν < 1, против сложной альтернативы Г2: ψ0 ≠ ν критерием значимости с критической функцией

 


φ (t) = 
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Здесь (
[image: image254.wmf]))
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t

- γ-доверительный симметричный по вероятности интервал для ψ0, построенный для полученной выше выборки t.

7.2.1. Какова формула для ошибки первого рода рассматриваемого критерия?


7.2.2. Какой альтернативный критерий с ошибкой первого рода α1 для проверки гипотезы Г1 против Г2 можно предложить?

Будет ли критерий на основе Т(t)=
[image: image255.wmf]å
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 несмещенным РНМ-критерием?
7. Будем порождать нашу выборку таким образом 
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таким образом:

Нам дано:  

r = 3;
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[image: image259.wmf];
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Очевидно (т.к. 
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 EMBED Equation.3  [image: image266.wmf])
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Полученные данные сведем в таблицу:

	y
	t
	z
	t

	0,1
	1
	0,12
	1

	0,42
	0
	0,34
	0

	0,64
	0
	0,46
	0

	0,88
	0
	0,56
	0

	0,97
	0
	0,65
	0

	 
	 
	0,93
	0


Таким образом, мы получили выборку: 

T=(0;0;0;0;0;0;0;0;0;1;1)

Статистика Т – это, как обычно, сумма всех элементов выборки ti.

У нас Т=2.

а) Для построения верхней  
[image: image267.wmf]g

-доверительной границы 
[image: image268.wmf]y

 для параметра методом 
[image: image269.wmf]y

 сечений  необходимо решить уравнение BIN(11,
[image: image270.wmf]y

)(T)=1-
[image: image271.wmf]g

 относительно 
[image: image272.wmf]y

. В нашем случае мы получим  
[image: image273.wmf]y

=0,413. В силу монотонного возрастания g(
[image: image274.wmf]y

) по
[image: image275.wmf]y

, верхней   
[image: image276.wmf]g

-доверительной границей для этой функции будет g(
[image: image277.wmf]y

)=0,898675.

б) Построим симметричный по вероятности 
[image: image278.wmf]g

-доверительный интервал для 
[image: image279.wmf]y

 :

BIN(11,
[image: image280.wmf]y

)(T)=(1-
[image: image281.wmf]g

)/2  => 
[image: image282.wmf]y

= 0,468, BIN(11,
[image: image283.wmf]y

)(T)=(1+
[image: image284.wmf]g

)/2 => 
[image: image285.wmf]y

= 0,0794.

Таким образом (
[image: image286.wmf]y

,
[image: image287.wmf]y

) = (0,468, 0,0794), 0,5 
[image: image288.wmf]Î

(0,468, 0,0794) и поэтому наша гипотеза (из условия) не будет принята (согласно критерию из условия задачи). Гипотеза отвергается, если 
[image: image289.wmf]y

>0,5 или если 
[image: image290.wmf]y

<0,5, первое событие происходит, если Т>8,а второе, если Т<2. Таким образом,  гипотеза принимается, если  1<Т
[image: image291.wmf]£

8ошибка первого рода равна  1-Р(1<Т
[image: image292.wmf]£

8|Г1)= 
1+BIN(11;0,08)(2)-BIN(11;0,08)(8)= 0,948100024.

7.2.2. 
Предложим следующий рандомизированный критерий, определив критическое множество: 
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Таким образом, критическое множество определяется неравенством: 
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 Ошибка первого рода этого критерия равна 0,013.
Задача 8

8. Предположим, что x – независимая выборка из нормальной совокупности с неизвестными средним и дисперсией, т.е. xi
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8.1. Найдите несмещенные оптимальные оценки для μ0 и 
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8.2.  Постройте γ-доверительные симметричные по вероятности интервалы для μ0 и 
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8.3. Считается, что ошибка первого рода равна α1, проверте гипотезы Г11: μ = 1,5 и Г12: 
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 = 2 против альтернатив, соответственно, Г21: μ ≠ 1,5 и Г22: 
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 8.3.1. Прокомментируйте полученные статистические выводы.

8.1. 

Несмещенные стандартные оценки для 
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По теореме Блэкуэла-Рао-Колмогорова они же будут и оптимальными, т.к. семейство распределений нормального типа относится к семейству распределений экспоненциального типа и 
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существуют  единственные оптимальные оценки для 
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8.2. 

Построим симметричные по вероятности 
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б) Аналогично делаем для 
[image: image343.wmf]2

0

s

:

Строим центральную функцию 
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8.3. Проверка гипотез по критерию Колмогорова:
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 n = 7
1-0,013=0,987= Kn (c). 

По таблице (функция распределения Колмогорова) находим : 

c =1,59; 

К7
[image: image367.wmf]7

=1,379975

1,379975<1,59. Следовательно: K7
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Поэтому  мы  принимаем   гипотезу Г1.

   8.3.1. Получили недостоверный результат, это связано с тем, что объем нашей выборки очень мал. 
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